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Capítulo 1

Noções primitivas

A geometria plana descreve relações entre pontos, retas e planos, bem como as figuras
formadas por esses objetos. Para iniciar esse estudo, precisamos adotar algumas ideias
básicas que servirão de apoio para as definições e os resultados dos próximos capítulos.

Adotaremos, sem definir, as noções de ponto, reta e plano, baseadas no conhecimento
intuitivo. Elas são chamadas noções primitivas porque constituem o ponto de partida
da teoria.

O percurso deste capítulo parte dessas três noções e organiza as relações mais básicas
entre elas. Primeiro fixaremos uma notação. Em seguida, os postulados dirão quais objetos
podemos considerar e como pontos determinam retas e planos. Somente depois dessa
preparação definiremos figuras e retas concorrentes. Essa ordem permitirá demonstrar o
primeiro teorema usando apenas ideias já estabelecidas.

1.1 Notações

Como ponto, reta e plano são objetos de naturezas diferentes, adotaremos letras de
famílias diferentes para reconhecê-los rapidamente nas fórmulas e nas figuras.

• Ponto: A, B, C, . . . (letras latinas maiúsculas);

• Reta: a, b, c, . . . (letras latinas minúsculas);

• Plano: α, β, γ, δ, ε, σ, . . . (letras gregas minúsculas).

Graficamente, representamos o ponto, a reta e o plano como na figura a seguir. Esses
desenhos funcionam como modelos visuais dos objetos geométricos. O ponto é indicado
por uma pequena marca, a reta por um traço que deve ser imaginado como ilimitado nos
dois sentidos e o plano por uma região que também se estende além da parte desenhada.

P

o ponto P

r

a reta r

α

o plano α

Figura 1: Representações gráficas de ponto, reta e plano.

Para registrar a relação entre um ponto e uma reta ou entre um ponto e um plano,
usaremos os símbolos ∈ e /∈. A escrita A ∈ r indica que o ponto A pertence à reta r,

1



MAT-03 — Geometria plana

Definição 1.8. Duas retas r e s são concorrentes se, e somente se, existe um
ponto P tal que r ∩ s = {P}.

Em linguagem corrente, retas concorrentes se encontram num único ponto. Esse ponto
pertence simultaneamente às duas retas e é chamado ponto de interseção. A figura
abaixo representa essa situação.

r

s

P

Figura 8: Retas concorrentes: r ∩ s = {P}.

1.8 Teorema de existência

A definição anterior esclarece o significado de retas concorrentes, mas uma definição,
sozinha, não garante que existam objetos com a propriedade definida. Agora podemos
usar os postulados da existência e da determinação para construir duas retas e verificar
que elas satisfazem exatamente essa definição.

Teorema 1.9 (de existência). Existem retas concorrentes.

Demonstração. Consideremos uma reta r. Pelo postulado da existência, podemos escolher
um ponto P ∈ r e um ponto Q /∈ r. Esses pontos são distintos. De fato, se fossem
coincidentes, Q também pertenceria a r, contrariando a escolha de Q.

Como P ≠ Q, o postulado da determinação fornece a única reta s =
←→
PQ. As retas r e

s são distintas, pois Q ∈ s e Q /∈ r. Ao mesmo tempo, P pertence às duas, de modo que
elas possuem pelo menos um ponto comum.

Resta verificar que esse ponto comum é único. Suponha que exista outro ponto X ̸= P
pertencente a r e a s. As duas retas passariam pelos pontos distintos P e X. Pela
unicidade afirmada no postulado da determinação, ambas teriam de ser a reta

←→
PX e,

portanto, teríamos r = s. Isso contradiz a distinção já obtida. Logo, não existe tal ponto
X, r ∩ s = {P} e as retas são concorrentes. ■

A construção usa o primeiro postulado para obter os pontos P e Q. Depois, usa o
segundo para construir s e para provar a unicidade do ponto de interseção. O teorema
mostra, assim, como uma definição se torna aplicável por meio dos postulados anteriores.

6
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distinguir pontos internos e externos e acompanhar a ordem de pontos escolhidos numa
mesma reta.

A

P

B

Figura 11: O ponto P está entre A e B.

Definição 2.2 (segmento de reta). Dados dois pontos distintos, a reunião do
conjunto desses dois pontos com o conjunto dos pontos que estão entre eles é um
segmento de reta.

Dados A e B, com A ̸= B:

AB = {A,B} ∪ {X | X está entre A e B}.

Se A = B, convencionamos que AA = {A} e chamamos esse conjunto de segmento
nulo.

Assim, AB representa um conjunto de pontos, e A e B são suas extremidades. Pela
simetria do item 6 do Postulado 2.1, os pontos entre A e B são exatamente os pontos
entre B e A. Como as extremidades também são as mesmas, AB = BA.

A

X

B

Figura 12: O segmento AB.

Um segmento termina em suas duas extremidades. Quando desejamos conservar uma
origem e prolongar a figura indefinidamente em apenas um sentido, obtemos uma semirreta.

Definição 2.3 (semirreta). Sejam A e B pontos, com A ̸= B. A semirreta de
origem A que passa por B é

−→
AB = AB ∪ {X | B está entre A e X}.

Isto é, a semirreta
−→
AB reúne o segmento AB com os pontos que estão além de B.

Na notação de semirreta, a primeira letra indica a origem. Pelo item 8 do Postulado 2.1,
existe X tal que B está entre A e X. Esse ponto pertence a

−→
AB e, pelas regras de ordem,

não pertence a
−→
BA. Portanto,

−→
AB ̸=

−→
BA.

A B X

Figura 13: A semirreta
−−→
AB.
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não consecutivos
A B C D

AB

CD

consecutivos
M N P

MN

NP

consecutivos
R T S

RS

ST

Figura 16: AB e CD colineares não consecutivos; MN e NP , RS e ST colineares e consecutivos.

Definição 2.7 (segmentos adjacentes). Dois segmentos consecutivos e colineares são
adjacentes se, e somente se, possuem em comum apenas uma das extremidades.

Assim, MN ∩NP = {N} (adjacentes), enquanto RS ∩ ST = ST (não adjacentes).

MN ∩NP = {N}

M N P

MN

NP
adjacentes

RS ∩ ST = ST

R T S

RS

ST
não adjacentes

Figura 17: MN e NP adjacentes; RS e ST não adjacentes.

Em resumo, segmentos adjacentes têm exatamente uma extremidade comum e se
estendem, a partir dela, em sentidos opostos da mesma reta.

2.3 Congruência de segmentos

As classificações anteriores descrevem posição. Para comparar tamanhos sem recorrer
ainda a números ou unidades de medida, usamos a congruência: dois segmentos congruentes
têm o mesmo tamanho, embora possam ocupar posições diferentes. Como o comprimento
numérico só será definido mais adiante, a congruência é tomada aqui como noção primitiva.

14
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2.4 Comparação de segmentos

Para decidir qual de dois segmentos é maior, transportamos um deles para a mesma
origem e a mesma direção do outro. Desse modo, a comparação de tamanho se reduz à
posição relativa de suas extremidades. Os símbolos < e > são lidos como “menor que” e
“maior que”, respectivamente.

Dados dois segmentos não nulos AB e CD, pelo postulado do transporte (Postulado 2.8,
item 4) podemos obter na semirreta

−→
AB um ponto P ̸= A tal que AP ≡ CD. A condição

P ̸= A decorre de CD ser não nulo. Há três casos mutuamente exclusivos.

1. P está entre A e B. Neste caso, dizemos AB > CD.

2. P coincide com B. Neste caso, AB ≡ CD.

3. B está entre A e P . Neste caso, AB < CD.

C D

A P B

AB > CD

C D

A B = P

AB ≡ CD

C D

A B P

AB < CD

Figura 20: As três hipóteses da comparação: AB > CD, AB ≡ CD e AB < CD (com
AP ≡ CD).

Os casos são exaustivos pela definição de semirreta e pelas regras de ordem. Para
verificarmos que a comparação independe dos representantes, copiemos AB e AP para
outra semirreta com a mesma origem entre si. Se P está entre A e B, a preservação da
ordem coloca a cópia de P antes da cópia de B; se B está entre A e P , ocorre a ordem
inversa. Se P = B, a unicidade do transporte faz as cópias coincidirem. Pela transitividade
da congruência, substituir CD por um segmento congruente fornece a mesma cópia de
AP . Assim, cada uma das três relações permanece inalterada.

Podemos agora verificar a transitividade. Suponhamos que um primeiro segmento seja
maior que um segundo, e este maior que um terceiro. Copiemos os três numa mesma
semirreta de origem O, com extremidades U , V e W , respectivamente. Pela invariância
recém-demonstrada, V está entre O e U , e W está entre O e V . Os quatro pontos são
distintos. De fato, as duas relações de estar entre já distinguem os pontos envolvidos,
e W = U faria U e V estarem, cada um, entre O e o outro, contrariando o item 7 do
Postulado 2.1. A ordenação de quatro pontos coloca W entre O e U . Portanto, o primeiro
segmento é maior que o terceiro.
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2.7 Medida de um segmento (comprimento)

2.7 Medida de um segmento (comprimento)

Até aqui, congruência, comparação e adição foram tratadas geometricamente. Para
calcular com segmentos, fixamos um segmento não nulo U como unidade. Admitimos a
existência de uma função de medida real m, definida nos segmentos, com m(U) = 1, positiva
nos segmentos não nulos, nula nos segmentos nulos e com as propriedades apresentadas a
seguir. A construção geral dessa função não será desenvolvida neste volume.

Definição 2.12 (medida de um segmento). Se A ≠ B, a medida de AB, denotada
m(AB) ou AB, é um número real positivo tal que:

1. segmentos congruentes têm medidas iguais e, reciprocamente, segmentos com
medidas iguais são congruentes: AB ≡ CD ⇐⇒ m(AB) = m(CD);

2. AB > CD ⇐⇒ m(AB) > m(CD);

3. RS = AB + CD ⇐⇒ m(RS) = m(AB) +m(CD).

À medida dá-se o nome de comprimento. Para o segmento nulo, convencionamos
m(AA) = AA = 0. Em geral, associa-se um número a um segmento comparando-o com
outro segmento previamente escolhido como unidade; o número obtido expressa quantas
unidades, ou partes da unidade, cabem no segmento medido.

Na Figura 25, cabem três unidades inteiras e meia unidade em AB. Se a unidade
escolhida for o centímetro, teremos AB = 3,5 cm.

unidade u

A B

u u u u
2

AB = 3u+ u
2 = 3,5u

Figura 25: Medir um segmento é compará-lo com a unidade escolhida: AB = 3,5u.

É importante não confundir o objeto com seu valor numérico: AB denota o segmento,
enquanto AB denota seu comprimento. As propriedades da definição mostram que a
medida traduz para os números as relações já construídas: congruência torna-se igualdade,
comparação torna-se desigualdade e adição de segmentos torna-se adição de números.

2.8 Distância entre dois pontos

O segmento determinado por dois pontos liga geometricamente esses pontos; seu
comprimento informa numericamente quão afastados eles estão. Isso dá origem a duas
maneiras compatíveis de falar em distância.
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Definição 3.8 (ângulos adjacentes). Dois ângulos consecutivos são adjacentes se, e
somente se, não têm pontos internos comuns.

Assim, o primeiro par da figura é adjacente, enquanto o segundo é apenas consecutivo.
A adjacência permitirá somar aberturas lado a lado sem contar uma região sobreposta
duas vezes.

Outra configuração surge quando duas retas se cruzam. Cada uma determina duas
semirretas opostas a partir do ponto comum.

Definição 3.9 (ângulos opostos pelo vértice (O.P.V.)). Dois ângulos são opostos
pelo vértice se, e somente se, os lados de um deles são as respectivas semirretas
opostas aos lados do outro.

Se
−→
OA e

−→
OC são opostas e

−−→
OB e

−−→
OD são opostas, então AÔB e CÔD são O.P.V.

Eles têm o mesmo vértice e nenhum lado comum. Mais adiante, ao estudar suplementos,
demonstraremos que suas aberturas são congruentes.

A

BC

D

O

Figura 34: Ângulos opostos pelo vértice: AÔB e CÔD.

3.5 Congruência e comparação de ângulos

Para comparar aberturas, usamos a congruência de ângulos. Ela desempenha o mesmo
papel que a congruência de segmentos no capítulo anterior e independe da posição da
figura no plano.

Postulado 3.10 (da congruência de ângulos). A congruência (≡) entre ângulos é
uma noção primitiva que satisfaz:

1. Reflexividade: âb ≡ âb;

2. Simetria: âb ≡ ĉd =⇒ ĉd ≡ âb;

3. Transitividade: âb ≡ ĉd e ĉd ≡ êf =⇒ âb ≡ êf .

Cada ângulo é congruente a si mesmo; a relação vale nos dois sentidos; e ângulos
congruentes a um mesmo ângulo são congruentes entre si. Essas propriedades permitem
reconhecer uma mesma abertura em desenhos diferentes.

Para comparar dois ângulos em posições distintas, precisamos copiar um deles junto ao
outro. O transporte exige três escolhas prévias: o vértice, um dos lados e o lado da reta

26



3.8 Ângulo reto, agudo e obtuso

a

b

x

y

O a

b

x

y

O

Figura 42: Os dois casos possíveis para a ordem de
−→
Ox e

−→
Oy na prova da unicidade.

O teorema impede duas divisões distintas em metades congruentes. A existência de
uma divisão desse tipo exige uma construção, que ficará disponível com a congruência de
triângulos.

Observação 3.16. A existência da bissetriz será provada depois (ver Teorema 4.13).

3.8 Ângulo reto, agudo e obtuso

Precisamos agora de uma abertura de referência. Para encontrá-la, prolongamos um
lado de um ângulo no sentido oposto e comparamos as duas aberturas adjacentes assim
formadas.

Definição 3.17 (ângulo suplementar adjacente). Dado AÔB, seja
−→
OC a semirreta

oposta a
−→
OA. O ângulo BÔC é chamado suplementar adjacente de AÔB.

Os dois ângulos têm o lado
−−→
OB em comum, interiores separados e lados restantes

opostos. Seus setores, reunidos, preenchem um semiplano fechado.

AC

B

O

Figura 43: BÔC é o suplementar adjacente de AÔB (
−−→
OC oposta a

−→
OA).

Quando as duas aberturas dessa divisão são congruentes, cada uma recebe o nome de
ângulo reto.

Definição 3.18 (ângulo reto). Ângulo reto é todo ângulo congruente a seu
suplementar adjacente.

Assim, o ângulo reto corresponde a uma das duas partes congruentes em que um
semiplano é dividido. Sua existência será demonstrada no Teorema 5.14. Adotamos aqui,
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como postulado, a congruência de todos os ângulos retos, conforme o quarto postulado de
Euclides apresentado no capítulo 1. Podemos, portanto, escolher qualquer um deles como
referência.

Definição 3.19 (ângulo agudo). Ângulo agudo é um ângulo menor do que um
ângulo reto.

Ao transportar um ângulo agudo para dentro de um reto, com um lado comum e no
mesmo semiplano, o outro lado fica no interior do reto. A abertura ainda não alcança a
referência.

Definição 3.20 (ângulo obtuso). Ângulo obtuso é um ângulo maior do que um
ângulo reto.

O ângulo obtuso ultrapassa essa referência. Consideramos aqui ângulos de lados não
colineares e seus setores convexos; os setores côncavos pertencem à outra região determinada
pelos mesmos lados.

a

b

reto
c

d

agudo
e

f

obtuso

Figura 44: Ângulo reto (âb), ângulo agudo (ĉd) e ângulo obtuso (êf).

3.9 Medida (amplitude) de um ângulo

Até agora, a abertura foi comparada por congruência e transporte. Como fizemos
com o comprimento de segmentos, admitiremos uma medida numérica que preserve a
congruência, a ordem e a adição geométrica.

Definição 3.21 (medida de um ângulo). Fixada uma unidade angular, a medida
de um ângulo AÔB de lados não colineares é um número real positivo m(AÔB) que
satisfaz:

1. AÔB ≡ CP̂D ⇐⇒ m(AÔB) = m(CP̂D);

2. AÔB > CP̂D =⇒ m(AÔB) > m(CP̂D);

3. r̂t = âb+ ĉd =⇒ m(r̂t) = m(âb) +m(ĉd).

A medida também é chamada amplitude. O símbolo AÔB identifica o ângulo; m(AÔB)
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3.10 Unidade de medida: grau, minuto e segundo

identifica o número que o mede na unidade escolhida. Na terceira propriedade, a soma
numérica corresponde à composição geométrica descrita anteriormente.

Podemos, por exemplo, expressar numericamente a função da bissetriz. Se c divide âb
em duas partes congruentes, ambas têm a mesma medida e sua soma é a medida total.
Portanto,

m(âc) = m(ĉb) =
m(âb)

2
.

A fórmula traduz numericamente a divisão ao meio. A seção seguinte fixa a unidade
para os cálculos.

3.10 Unidade de medida: grau, minuto e segundo

Adotaremos o sistema sexagesimal. Nele, o ângulo reto recebe a medida de noventa
graus, e cada unidade pode ser subdividida para representar aberturas menores.

Definição 3.22 (grau). O ângulo de um grau, indicado por 1◦, é o submúltiplo
segundo 90 de um ângulo reto. Em termos de medida, cada uma de noventa partes
congruentes de um ângulo reto mede 1◦.

A divisão em partes iguais descreve a escolha da unidade, sem afirmar que qualquer
dessas divisões já foi construída pelos procedimentos geométricos estudados. Como todos
os ângulos retos são congruentes, a unidade independe do reto escolhido.

Um ângulo reto mede 90◦. Ao reunir dois retos adjacentes, seus lados externos são
opostos e seus setores formam um semiplano. Chamamos essa abertura de ângulo raso,
com medida 180◦. Estendemos a aditividade da medida a qualquer divisão desse semiplano
por uma semirreta interna: as medidas dos dois ângulos suplementares adjacentes somam
180◦. Para o caso de lados coincidentes, adotamos o ângulo nulo, com medida 0◦.

Esses dois casos ampliam a definição inicial, que exigia lados não colineares. Para uma
amplitude θ correspondente ao setor convexo, admitindo os casos limites, temos

0◦ ≤ θ ≤ 180◦.

Os ângulos da definição inicial satisfazem as desigualdades estritas. Assim, o agudo
tem medida entre 0◦ e 90◦, e o obtuso entre 90◦ e 180◦, sem incluir as extremidades desses
intervalos.

Para lados não colineares, há também o setor côncavo. Uma volta reúne dois rasos
e mede 360◦; a abertura restante, correspondente ao setor côncavo, mede 360◦ − θ. O
intervalo anterior refere-se apenas ao setor convexo.

Na Figura 45, os mesmos lados delimitam uma abertura convexa de 60◦ e uma côncava
de 300◦. Juntas, elas completam 360◦.
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